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The paper studies the flow of a so-called Bingham fluid, taking into account 
the variation of viscosity with temperature. The problem is modelled using 
the technique of variational inequalities of evolution. One proves the existence 
of a solution in case of a 2-dimensional flow. Questions of uniqueness, and 
of existence and uniqueness for 3-dimensional flows, are open. The proof 
relies on fixed-point theory, previous results of the authors for Bingham flows 
when viscosity does not depend on the temperature and a regularity theorem 
of Grisvard for linear parabolic equations. 
1. INTRODUCTION 
Nous nous proposons ici l’etude du champ de vitesses et de tempera- 
tures dans un fluide de Bingham en mouvement, en tenant compte de 
la variation de la viscosite avec la temperature. 
Le fluide est suppose strictement incompressible, c’est-A-dire que 
nous negligeons m&me les phenomenes de compressibilite dus aux 
variations de temperature (lesquels conduisent a la convexion libre). 
Les relations de comportement du fluide de Bingham sont celles 
exposees, par exemple, dans Duvaut-Lions [I, Chapitre 61 (rCferC 
dans la suite par D-L [l]) ou l’on supposait la viscosite independante 
de la temperature. 
La loi de transfert de chaleur retenue est la loi de Fourier lineaire. 
Pour donner une formulation precise des problemes, il faut utiliser 
la technique des inequations d’evolution, comme dans D-L [l]. C’est 
ce qui est fait au N” 2. Nous Cnoncons alors un theoreme d’existence 
(N” 3) et donnons quelques proprietes des solutions. Pour les demon- 
strations, basees sur une application du theoreme du point fixe de 
Schauder, on utilise les resultats de D-L [ 1, Chapitre 61 et la resolution 
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d’un probleme aux limites pour l’equation de la chaleur avec 2eme 
membre dans L1 (resolution elle-mCme bake sur un resultat de 
regularit& de P. Grisvard [2] et sur la methode de transposition, cf. 
Lions-Magenes [3]). 
Nous n’avons pas pu resoudre le probleme de Z’unicite’ (probable) 
de la solution. 
2. MISE EN I?QUATIONS 
2.1. Formulation Directe 
Soit a un ouvert borne de R2 de front&e r reguliere, de normale 
exterieure unitaire n. On suppose que 
On cherche dans Q = Sz x IO, T[, T > 0, un champ de vitesses 
u(x, t) et un champ de temperatures 19(x, t). 
Les equations satisfaites par le champ de vitesses sont 
div u = 0 dans Sz (incompressibilite), (2.1) 
duJdt = ~~~~~ + fii (equations du mouvement), (2.2) 
oti la densite con&ante a CtC prise Cgale a l’unid (ce qui ne restreint 
pas la gCnCralitC), oti aij designe le tenseur des contraintes et oh 
l’acdlhation est 
(2.3) 
Pour exprimer la loi a!e comportement du fluide de Bingham, nous 
introduisons les notations suivantes: 
U(j = -pa,, + C7; , O& = 0, 
DD 
a,* = ?J uijuij , 
(2.4) 
V-5) 
dans (2.4) le scalaire p designe la pression; dans (2.5) Di3(u) designe le 
tenseur des vitesses de deformation. 
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La loi de comportement est alors 
Did4 
d = 24e) Di&d + g (D11(4)l/2 si b(u) f 0, 
(2.6) 
di2 < g si D,,(U) = 0, 
ou ~(8) designe la viscositt, fonction don&e de la temperature 8, avec 
h -+ p(A) est continue sur R et verifie 
0 < po < /L(A) < pq < co, A E R, 
(2.7) 
et ou dans (2.6) g est une constante positive don&e designant le 
seuil de plasticaM 
Le champ de temperatures 0(x, t) doit obeir a l’equation de conser- 
vation de l’energie: 
(de/fit) = ae/iYt + ui(i3e/i3xj); (2.9) 
e dtsigne l’energie interne specifique, (q2} le vecteur flux de chaleur, fs 
la production volumique de chaleur. Nous completons la loi d’etat du 
fluide par 
e = C,B, qi = -X(aepx,), (2.10) 
oh C, est une chaleur specifique, scalaire positif que nous supposerons 
constant et oh R est le coefficient de conduction de chaleur du fluide 
(R = const > 0). 
Alors (2.8) devient, en utilisant (2.6), (2.9), (2.10), 
c, g = 2m D,,(u) + g(D&))“” + m +A - (2.11) 
Si l’on introduit 
w, 4 = we) W4 + Nh(W2, 
k = a, f2 = 32lG > 
(2.12) 
(2.13) 
1 Si g = 0 on retrouve la loi de cornportement d’un hide visqueux incompressible 
classique (fluide newtonien). 
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on obtient done 
(fqdt) - kde = c,lqe, u) +fi . 
En rCsumC, les Cquations sont (2.1), (2.2), (2.6), (2.14). 
Les conditions aux limites. Nous prendrons par exemple, 
et 
u = 0 sur r X IO, T[ 
k $ + 40 = 0 sur T X IO, T[, 4 > 0 
024 bien (q = + co) 




Naturellement on ajoute les conditions initiales 
u(x, 0) = 44, 
e(~, 0) = e,(x). 





v = {fJ ITJ = 1% , 4, wi E IIZ,,~(Q), div v = 0},2 (2.19) 
H = adhkrence de V dans (P(Q))“; (2.20) 
pour u, v E V on pose 
a(e; U, V) = 2 c, p(e) &(u> G(V) dx, (2.21) 
j(w) = 2 i, D,,(w)ll” dx. (2.22) 
On note la relation, importante pour la suite 
a(0; U, U) + gj(u) = 2 lazF(e, u) dx. (2.23) 
s On rappelle que Ho’(Q) est l’espace dts fonctions 4 fLZ(Q) avec (8+/&q) E La(Q), 
et 4 = 0 SW r (espace de Sobolev; cf. Sobolev [4], Lions-Magenes [3]). 
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On a montre dans D-L [l, Chapitre 613 que si u satisfait a (2.1), (2.2), 
(2.6) alors u satisfait A Z’in~quation variationnelle 
( 
au 
dt’ v - u) + a(0; u, v - u) +gj(v) - gj(u) 2 (fi , v - u) V v E V, (2.24) 
oh l’on a pose 
(u, v) = j, uivi dx, (2.25) 
et ou dans (2.24) u est a valeurs dans V. 
Rkiproquement on a &rifle dans D-L [I, Chapitre 61 que si u est 
solution “forte” de (2.24) 1 a ors u satisfait a (2.1), (2.2), (2.6). 
Explicitons un peu plus (2.24). On introduit, pour U, v, w  E V 
b(u, 0, w) = 
s 
u.aetiw dx 
R f ax, i * (2.26) 
Alors (2.24) kquivuut A 
( u’, v - u) + ~(0; u, v - u) + b(u, 24, v - u) + gj(v) - gj(u) 
>(.f1,V-U)V’e,EK (2.27) 
Oil 
d = au/at. (2.28) 
Notons que b(u, U, u) = 0; le terme en b(u, U, U) est conserve dans 
(2.27) par raison de symetrie. 
Pour des raisons techniques qui apparaitront dans la suite, il faut 
maintenant introduire des solutions “t&s faibles” de l’equation en 19. 
Toujours pour des raisons techniques nous faisons l’hypoth?se 
simplificatrice suivante: nous supposons que le terme ui(80/&,) est 
nkgligeable et remplacons done dO/dt par 0’ = i%li%. 
Remarque 2.1. Lorsque g > 0 cette simplification est t&s 
raisonnable et il serait alors nature1 de remplacer Cgalement du/dt 
par U’ [ce qui revient a supprimer le terme b(u, U, v - U) dans (2.27); 
nous garderons neanmoins le terme b(u, U, v - U) dans (2.27)]. 
On choisit /I avec 
1 < ,6 < 312 (2.29) 
et on designe par /3’ le nombre lie a /3 par 
(l/S + w7 = 1. (2.30) 
s Oh l’on avait p(6) = p inde’pendunt de 0; le raisonnement est inchungk! 
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On designe alors par @ l’espace suivant 
kg+@=OsurFX]O,T[j. (2.31) 
Supposons alors que 0 soit solution de (2.14) [ou (de/&) = 0’1, 




(6’ - k&) + dx dt = 1 
Q 
C,‘F(8, u) + dx dt + J‘ f& dx dt 
Q 
d’oh 
= s (C,‘F(‘(e, u) + fJ dx dt + (0, , (b( * , 0)) V #J E CD. (2.32) Q 
On prend alors (2.32) comme dbjkition: 0 sera solution du probkme si 
9 ELM et vt%zj?e (2.32) V+ E CD. 
Remarque 2.2. Le pro&de precedent, par transposition, est g&r&al 
pour l’introduction de solutions %-es faibles” des problemes aux 
limites (cf. Lions-Magenes [3]). 
En RCsume’: le problkme consiste 2 trouver u solution (dans une classe 
fonctionnelle convenable) de (2.27) et 0 solution de (2.32), avec (2.17). 
Remarque 2.3. Si p(O) = TV ne dkpend pas de 6’ le systeme se 
“decouple”; on r&out d’abord (2.27), (2.17) (utilisant D-L [l, 
Chapitre 61) et on r&out ensuite (2.32). 
Si p(B) = p independant de 0 et si g = 0, (2.27) se reduit a 
l’e’quation4 
(u’, v) + 44 4 + b(u, u, 4 = (h ,4 (2.33) 
ce qui est la formulation faible classique (Leray [5, 61) des equations 
de Navier-Stokes (cf. Ladyzenskaya [7]). 
4 Alors a(t7; u, w) = a(u, w) = 2s~ pDij(u) D*,(v) dx ne dtpend pas de fJ. 
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3. IZNONCBS DES MSULTATS 
Nous avons d’abord un thkoortme d’existence 
THBORBME 3.1. On choisit /3 avec (2.29). On suppose que 
fl EL~(O, T; V’) et que fi ELM, et que u0 E II, 0, ELM. II existe u, 
0 vbzfiant 
24. EL2(0, T; V), (3-l) 
24’ EL2(0, T; V’)5 (3.2) 
0 WQ> (3.3) 
solutions de (2.27), (2.17), (2.32). 
Remarque 3.1. Le probkme de l’unicite’ est ouvert; il se pourrait 
done, dans 1’CnoncC prCcCdent, que u et 0 dkpendent de /3-mais nous 
conjecturons qu’il y a u&cite’ dans le probkme prCc;dent. Cela est vrai 
si ~(8) = ~1 ne depend pas de 8, d’aprhs D-L [l, Chapitre 61, la 
dimension d’espace &ant igale ci 2. 
On peut prkciser la structure de l’inkquation en introduisant des 
multiplicateurs: 
THI~OR~ME 3.2. Sous les hypothtses du Th4ordme 3.1, on peut 
trouver des fonctions mij (les multiplicateurs) telles que 
mij = mj, EL”(Q), mkk = 0, 
miimij < 1 pp. duns Q, 
mdjDu(u) = (&(u) Dii(u))1/2 p.p. duns Q, 
p - k de = c,lqe, u) +j2 , 
ui = 0 SW r x 10, T[, 
kg + qe = 0 SW r x IO, T[, 
+, 0) = %3(x), 










5 V’ = dual de V lorsque H est identifik A son dual, de sorte que V C H C V’. 
580/11/r-7* 
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Remarque 3.2. Naturellement (3.7), (3.9), (3.11) sont pris au 
sens faible (2.32). 
On a ensuite le resultat suivant, relatif au cas ou g 3 0. Le 
Theo&me 3.1 est vaZabZe si g = 0 et montre done l’existence de 
fonctions, U, 0 verifiant (3.1), (3.2), (3.3) et 
= 
I (C,%(O, u) +fJ+ dxdt + (f$, I$(- ,O)) V# E@S, (3.13) Q 
u(0) = 240 . (3.14) 
Onale 
THI?OR&ME 3.3. On se place dans les conditions du ThCorbme 3.1 
et on suppose que g -+ 0 toutes [hoses Lgales d’ailleurs. On peut alors 
trouver des fonctions {uQ, eB} solutions de (2.27), (2.17), (2.32) et une 
suite g -+ 0 telles que 
ug + ?I duns L2(0, T, V) faible, 
aug 
- + g duns L2(0, T; V’) faible, at 
tIg + 8 dons Lo(Q) faible, 
ozi {u, 0} est une solution de (3.12), (3.13), (3.14). 
4. DEMONSTRATION DU THI~OR~ME 3.1 
4.1. Plan de la DCmonstration 






On remplace dans (2.27) 0 par # et on r&out Yinequation variationnelle 
en w 
(w’, v - w) + 4fk w, 21 - w) + b(w, w, 71 - 4 + gj(v) - gj(w) 
>(fi,v--)VvEV, (4.2) 
w(0) = %J, (4.3) 
TRANSFERT DE CHALEUR 101 
ce qui dtfinit w  = w(#) de man&-e unique (d’aprb D-L [I, 
Chapitre 6]), satisfaisant a, 
w  EL~(O, T; V), w’ d2(0, T; I”). (4.4) 
Dans la 1Bre &ape (N” 4.2) on Ctudie I’application zj + w(#). On r&out 
ensuite l’equation en fl (2-Bme &ape N” 4.3) 
ce qui definit 6’ = e(#) et on montre que E’application $ ---t 8(#) 
admet unpoint$xe; si B est un point fixe alors (w(0) = u, 0} est solution 
du probleme. 
4.2. Etude de l’application # --t w(#) 
11 est commode d’introduire l’espace 
w = {w 1 0 EL2(0, T; V), w’ EP(0, T; V’)} (4.6) 
qui est un espace de Hilbert pour la norme 
(,: (II 4t)l12 + II Wll*2) dt)“‘, 
ou 11 11 (resp. 11 iI*) designe la norme dans V (resp. V’). 
LEMME 4.1. Lorsque # parcourt LB(Q), w(4) solution de (4.2), (4.3) 
o?emeure dans un bornC de W. 
De’monstration. Faisant v = 0 dans (4.2) et ecrivant w  au lieu de 
w(4), il vient 
(w’, 4 + a(#; w, 4 + gi(w) < (fl , 4. (4.7) 
Si l’on pose I 4 I2 = (4, 4) on deduit en particulier de (4.7) que 
i % I WI2 + 44 WY 4 G lltl II* II w II. 
Mais grace 8 (2.7) 
49; w; 4 3 c II w 112, c > 0 (4.9) 
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de sorte que (4.8) donne 
; g I w2 + c II w II2 < ; II w II2 + & llfi l/*2, 
d’oh l’on deduit que w  demeure dans un borne de L2(0, T; V) et de 
Lm(O, T; H). 
Pour montrer que w’ demeure dans un borne de L2(0, T; V’) on 
utilise la demonstration du Theorltme 3.1 de D-L [I, Chapitre 61. 
f-3’ 1 j, est une fonctionnelle dz$ft%entiable approchant j, on approche w  
par w, solution de l’e’quation 
(WE’> 4 + 4% w, ,v) + b(w, , w, ,v) + (.L’(wJ, 4 
= (fi,fJ)vvE v, WC(O) = %J, (4.10) 
et i’on deduit de (4.10) et du fait que w, demeure dans un borne de 
L2(0, T; V) indtfpendant de E et de # que 
II wl II L2~0,r:Y,, < const independante de E et de # 
d’ou le resultat suit, puisque l’on sait (D-L [l, Chapitre 61) que 
w,’ -+ w’ dans L2(0, T; V’) faible lorsque j, + j. 
LEMME 4.2. Lorsque #, ---f # duns LB(Q) fort, alors 
w, = w(t+G,,) -+ w = w(#) duns Wfaible. (4.11) 
Dhonstration. Utilisant le Lemme 4.1 on peut extraire une suite, 
encore notee #, , telle que 
9, --f # dansLB(Q) fort et p.p., 
w, -+ ~5 dans W faible; 
(4.12) 
(4.13) 
il resulte de (4.13) que 
w,(T) --+ @?I( T) dans H faible (4.14) 
et d’apres des resultats de compacite connus (cf. par exemple Lions 
[8, Chapitre 11) 
w, --f e?r dans L2(0, T; H) fort. (4.15) 
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On considhe I’inCquation (4.2) relative A & , wn; on prend v = v(t) oh 
v(t) = fonction rtgulibre de [0, T] + Y, 
v = id I 4 E (C1PN2, A a support compact, div 4 = 0} 
(4.16) 
et en intkgrant sur [0, T] on obtient 
I T Kwn’, 4 + 4#n ; w, 3 0) + NW, > w, ,v> + gj(w) - ( fi , w  - 41 dt 0 
3 8 I w&‘-l2 - Q I uo I2 + ,I 4, ; w, , wn) dt + g ,:j(w.) dt. (4.17) 
Le premier membre de (4.17) converge vers 
A = ,: [(e’, w) + a(#; 6, w) + b(% 6, w) + gj(w) - (fl , w - G)] dt. (4.18) 
En effet 
puisque eij(wN) + am, dans L2(Q) faible et ~(&&(v) -+ p(#)eai(v) 
dans L2(Q) fort, et par ailleurs 
puisque 
dans L2(Q) faible et WjnVi --t Gjvd dans L2(Q) fort. 
On dCduit done de (4.17) que 
A > + lim inf 1 wu,(T)12 - 9 1 u. Iz + lim inf I r a(yJ ; w,, , w,) dt 0 




On a aussitbt 
lim inf ) w,(T)j2 > ) G(T)12, 
(4.19) 
lim inf ~Tj(wn) dt > ST j(w) dt 
0 0 
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de sorte que, si I’on admet un instant que 
T  T  
lim inf 
s a(& ; %I , %> dt b s 
a($, 75, 6) dt 
0 0 
alors (4.18) et (4.19) donnent 
(4.20) 
s 
1 [(fr, w  - 6) + a(#; 6, w  - 25) + b(6, I%, w  - a) + gj(w) - gj(tq] at 
> $,o-ew s (4.21) 
d'oti l’on d&duit que el = w(#), d’oh le lemme, sous &serve de la 
vhification de (4.20). Or (4.20) est consCquence immhdiate de 
d44Jl %&%> = f&in -+ m +(a) = A, dans P(Q)faible (4.22) 
(puisque JOT 45%~ w,, wn) dt = so A,,$,, dx dt); or (4.22) est immCdiat: 
si h EL2(Q), 4XG)]h -+ ~‘$&!#)]h dans L2(Q) fort et done 
1, v’MhJ1 4wn) h dx dt - j, v’t@!i 4f4 h dx dt. 
Nous aurons besoin par la suite du 
LEMME 4.3. Lorsque y!~, -+ z,b dans L*(Q) fort on a 
F, = F(h 9 4 --f F = F(#, w) dunsLl(Q). 
Ddmonstration. D’aprks (2.23) [appliquk avec 8 
u = w(&) = w,,l on a 




4z = ( b(#n ; w, , w,) + &41& 
x = J)4#; w, w) + gj(w)l dt. 
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Posons 
Y, = + ( W,(T)j2, Y = Q j w(T)12. (4.26) 
On deduit de (4.2) (avec z/ = &, , w  = w,J que 
x72 + y7a ,< 1: KS’, 0) + 4h ; w, ,4 + +%z , w, , 4 
+ d(v) - (fi , ZJ - %)I dt + 4 I ~0 I2 VW EL~(O, T; V) (4.27) 
et d’apres la demonstration du Lemme 4.2 le 2-eme membre de (4.27) 
converge vers 
-w> = j: [(w’, q + 4zk; w, 4 + 4w, w, a> + Bj(“) 
- (“A > fJ - w)l dt + B I uo 12* (4.28) 
Done 
Mais 
lim sup (X, + Y,) ~2 Z(v), Vv EP(O, T; V). (4.29) 
done (4.29) donne 
Z(w) = x + Y 
Alors 
lim sup (X, + Y,) < X + Y. 
lim sup X, = lim sup (X, + Y, + (-Y,)) < X + Y + lim Sup (-Y,) 
=X+Y-liminfY,<X(carliminfY,>Y) 
done lim sup X, < X. Comme par ailleurs lim inf X, > X on en 
deduit (4.25). 
4.3. R.&oh&ion de I’Equation en 0 
On a maintenant ?I resoudre (4.5) puis a Ctudier les proprietes de 
l’application # -+ e(4). 
Avec les informations en notre possession sur w  fournies par le 
IV’ 4.2 nous savons que F(#, w(#)) EG(Q); il s’agit done de rksoudre 
une equation de la chaleur avec deuxieme membre dans L’(Q). On a le 
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LEMME 4.4. On pose F(#, w(ll;)) = F. L’bquation (4.5) admt une 
solution unique 0 E LB(Q), l’application 
e. ,F,f,+ e 
Ctant Zine’aire continue de Ll(52) x L1(Q) x L1(Q) -+ LB(Q). 
Dtmonstration.” Soit x don& dans L@(Q). On considere le 
probleme aux limites 
a4 -z-kA$=XdansQ, 
k~+q+=OsurJb.]o,T[, 
4(x, T) = 0 sur 0. 
(4.30) 
11 resulte de P. Grisvard [2, Theo&me 9.31 que (4.30) admet une 
solution unique appartenant B Qi [defini en (2.3 l)], l’application x -+ 4 
&ant lineaire continue de Ls’(Q) --f (9 (@ &ant munie de la norme 
II + III,fq*, +a9 * L a’(,) +a&l,.,o) +ll~I~6.(,))~ 
Nous poserons #I = 4(x). 
On note les resultats suivants relatifs P l’espace Qi: si WvB’(Q) 
dtsigne l’espace de Sobolev des fonctions 4 E L@‘(Q) telles que 
(a$/&,), (+/at) E LB’(Q), alors, on a Cvidemment 
$ C WIJ’(Q). (4.31) 
D’aprb les thtoremes de Sobolev [4], Kondrachoff [9] (cf. 
E. Gagliardo [lo]) on a, comme Q CR3 et (I//3’) - (l/3) < 0 (car 
1 < /I < 3/2) 
et 
Wl.fl’( Q) C C”( 9)’ (4.32) 
l’injection de WI*@‘(Q) dans Co@) est compacte. (4.33) 
6 Le mode de raisonnement de ce Lemme est utilist constamment dans Lions- 
Magenes [3]. Le rksultat de ce lemme n’est pas le meilleur possible mais il est sufiisant 
pour notre objet. 
’ C(8) = espace des fonctions continues dans 12. 
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On considere alors I’application lineaire 
qui est, d’aprb (4.31), (4.32) continue sur LB’(Q), done qui d&nit un 
unique Clement 0 de U(Q) tel que 
s & dx dt = L(x) V x d@'(Q), Q 
done B est solution de (4.5); on verifie en outre que si B. , F, f2 --+ 0 
dans L’(Q) x L’(Q) x Ll(Q), alors L(x) + 0 uniformement pour x 
dans un borne de L@(Q) et done 8 -+ 0 dansD’(Q). 
On posera desormais 
e = e(4). (4.34) 
LEMME 4.5. L’application $ + O(#) est continue de Ls(Q) dans 
lui-mAme. 
LGmonstration. Si *, -+ # dans D(Q) alors (Lemme 4.3) F, -+ F 
dans L1(Q) et done (Lemme 4.4) 0(&J --+ e(4) dans Lo(Q). 
Afin de pouvoir conclure que l’application I$ + e(#) admet un 
point fixe (ce qui achevera la demonstration du Theoreme 3.1), 
il suffit done, d’apres le theoreme classique de Schauder, de montrer le 
LEMME 4.6. Lorsque t+h parcourt LB(Q), O(#) patcourt un ensemble 
relativement compact de LS(Q). 
De’monstration. Soit 8 la solution de (4.5). Plus generalement on 
peut considerer l’equation 
s t9x dx dt = Q j, 0Z'fl-t fi) 4(x) dx dt + j, e,(x) 4(x, 0; xl dx (4.35) 
oti P est un Clement de &l(Q) = espace des mesures sommables 
sur Q = espace dual de Co(&) (puisque 4(x) E Co(Q) d’aprb (4.32), 
l’application x + 4(x) &ant continue de LB’(Q) --f Co@)); (4.35) 
definit 0 de facon unique dans LB(Q) et, fi et 8, &ant fixes, l’application 
P + 8 est afine continue de M(Q) + LB(Q). VCrifions que 
l’application P ---f 0 est compacte de .&r(Q) -+ D(Q). (4.36) 
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Si p, E born& de &l(Q) a ors on peut extraire une suite, encore not&e 1 
I’, telle que Pm -+ fl dans A’(Q) faible * (ou vague), i.e., 
j &gdxdt+ j pgdxdt VgeCO@). (4.37) 
Q Q 
Mais si x E born& B de P’(Q), nous savons d’aprb (4.33) que 
d(x) E relativement compact de Co@) et done 
s 
C,&#J(X) dx dt + 
I 
C,‘&&) dx dt 
Q Q 
uniformkment pour x E B, done JQB,Xdx dt -+ Jo Ox dx dt (si 0, 
correspond Afln) uniformkment pour x E B, d’oh (4.36). Le Lemme 4.6 
en rhlte; en effet lorsque I,!J parcourt D(Q), F(t,h, w(#)) demeure 
(d’aprb le Lemme 4.1) dans un born& deLl(Q) done de A?(Q) et done 
d’aprhs (4.36) 0 d emeure dans un relativement compact de D(Q). 
5. DEMONSTRATION DU TH~ORBME 3.3* 
Soit ug, @ une solution de 
( at4g at v - ug > + up; UQ, v - 26") + z@, 28, v - 28) 
+ gj(v> - gj(u") 2 ( fi , v - 4, vv E v, (5-l) 
j 0s (- f$ - 12 A$) dx dt = j (C,lF(& u”) + fi) 4 dx dt 
Q Q 
+ j, e,(x) +(x> 0) dx v$ E $9 (5.2) 
249(O) = u. . (5.3) 
Les estimations obtenues au N” 4 montrent que, lorsque g -+ 0, 
ug demeure dans un born& de W, (5.4) 
0~ demeure dans un relativement compact de P(Q). (5.5) 
8 La demonstration du ThCor&me 3.2, exactement analogue B celle du ThCorkme 2.1 
de D-L [l] chap. 6, n’est pas donnCe ici. 
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On peut alors extraire une suite, encore notke ug, B, telle que 
ug -+ u dans W faible, (54 
89 -+ 6 dans P(Q) fort (5.7) 
et il s’agit de montrer que U, 8 est une solution de (3.12), (3.13), (3.14). 
Le point essentiel A vkrifier (les autres Ctant laissts au lecteur) est le 
suivant: si I’on pose 
Fg = F(89, us), F = F(0, u) 
alors Fg + F dans Ll@), ou encore (cf. DCmonstration du Lemme 4.3), 
si l’on pose 





~(6’; u, u) dt 
0 
alors Xg -+ X. On vkrifie que u est solution de (3.12). On pose 
Y9 = + ) uqq12, Y = $ 1 u(T)12. 
On dCduit de (5.1) que 
x~+Y~~~~[(~,O)+u(e';UY,OI)+b(u~,d,O)+gj(O) 
-(fl,v-ug) dt Vwd2(0,T;V) 
I (5.9) 
et le S&me membre de (5.9) converge vers 
z(v) = 1; [($, v) + a(& u, 8) + b(u> u, u> - (h > v - @] dt. 
Done 
done 
lim sup (X9 + Yg) < z(V) Vv EL2(0, T; V) 
lim sup (Xg + Yg) < x(u) = X + Y 
d’oh l’on dkduit, comme au Lemme 4.3, que Xv --j X. 
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